Egyszer(i algebrai testbévitések




3.37. Tétel.
Ha R f8ideslgytirti és m € R\ {0}, akkor

R/(m) test <= m irreducibilis.

Bizonyitas.
Ha m ~ 1, akkor R/{m) egyelem{i gy(irli, igy nem lehet test.

Ha m o 1, akkor R/{m) legalabb kételemii kommutativ egységelemes gyiiri,
tehdt azt kell megvizsgdlnunk, hogy van-e minden nemnulla elemének multiplikativ
inverze.

» Ha m nem irreducibilis, akkor van nemtrividlis faktorizdciéja: m = ab, ahol

aomésbom. Ekkora#0ésb#0,dea-b=ab=m=0,
tehdt 3 és b zérusosztok az R/ (m) gyliriiben, igy az nem test.

» Tfh. m irreducibilis, és legyen 2 € R/(m). Ha 3 # 0, akkor m 1 a, és igy
Inko (a, m) ~ 1. A 3.28. Allitas szerint vannak olyan u, v € R elemek,
amelyekre au 4+ mv = 1. Ebb&l kévetkezik, hogy 3- 7 =1, azaza ' =a. [

Megjegyzés.
Ha m =0, akkor R/{(m) = R, tehat ebben az esetben R/(m) akkor és csak akkor
test, ha R test.



Kovetkezmény.

Tetszéleges K test és m € K [x] polinom esetén K [x] /(m) akkor és csak akkor
test, ha m irreducibilis K felett.

Bizonyitas.
Tudjuk, hogy K [x] féidealgytirii (3.33. Kévetkezmény), ezért m # 0 esetén

alkalmazhaté az el6z6 tétel.
Az m = 0 esetben K [x] /(m) = K [x], ami nem test. O

Példa.
Melyek testek az aldbbi faktorgytiriik koziil?

> Z; [x] /<x2 + 1>: nem, mert x2 +1 = (x+ 1)2.

> Z3 [x] /<X2 + 1>: igen, mert x2 4+ 1 masodfokd, és nincs gydke Z3-ban.

v

Z,[x] /(x* +x+1): igen, mert x*> + x + 1 masodfokd, &s nincs gydke Z-ben.

Z; [X] /<x4—|—x2—|—1>: nem, mert x* +x2+1= (X2 —|—x—|—1)2.

v

v

Q[x] /<x4 +4x3 +6x2 +8x+ 10>: igen, mert x* 4+ 4x3 4+ 6x2 +8x + 10
irreducibilis Q felett.



Példa.
Szémoljunk a Z, [x] /(x? + x + 1) testben.

Z> [x]/<x2—|—x—|—1>

{0, 1, x, x+1}

x+14+1 = X

x+1-1=1

(x+1)u=1 (modx>+x+1)
dveZy[x]: (X+1)u:1+(x2+x+1)v
u=x (modx?+x+1)

[

u=Xx



A négyelemii L := Zj [x] /<X2 + x + 1> test miivelettablazatai:

+ 0 1 X x+1 0 1 X x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 x x+1 1
x+1|x+1 X 1 0 x+1|0 x+1 1 x
Ugyanez témérebben, a 0:=0, 1:=1, a :=X, B:= x + 1 jeldléssel:
+]l0 1 a« B o1« B
0|0 1 a B 00 0 O O
111 08 a 1]0 1 a B
x |la B 0 1 x |0 a B 1
BB a 1 O Bl10 B 1 «

Figyeljik meg, hogy
» {0,1} = {0,1} egy Zy-vel izomorf résztestet alkot L-ben;
» & = X gyoke az x? + x + 1 € L[x] polinomnak:
PHa+l=x>+x+1=x2+x+1=0=0.



Példa.

Az m = x3 + x+1 € Z; [x] polinom irreducibilis (mert nincs gydke, és csak
harmadfokd), ezért az L := Z [x] /<><3 + x + 1) maradékosztély-gylirii test.
Ennek a testnek 8 eleme van:

0,1, x, x+1, )T2 X241, x2+x, x>+ x+1.

Vezessiik be az & = X jelolést, és hagyjuk el a vondsokat a konstansokrdl.
Ezzel a jel6léssel az L test 8 eleme:

0,1 a a+1 a® a®>+1, a®+a, a®>+a+1.

Figyeljik meg, hogy {0,1} egy Zs-vel izomorf résztestet alkot K-ban, tehat kis
joindulattal mondhatjuk, hogy Zo C L, vagyis L kibOvitése Zy-nek.

Szamitsuk ki m («) értékeét:

ma)=ad+a+1=x3+x+1=x3+x+1=m=0.

Ez azt jelenti, hogy az L testben mar van gycke az m polinomnak!



Szamoljunk a Z; [x] /(x> + x + 1) testben. A test elemei:

0,1, % x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x4+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szamolni.

X+1+x2+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

Xx+1-x2+x =x3+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x + 1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0,1, a a+1 a a®+1, a®>+a, a®> +a+1.
A szdmolasi szabaly:
tx3+0c+1:O, azaz a3 = a + 1.
(a+1)+ (a®+0a) = a®?+2a+1 =a?+1 (s.v.)

(a+1)- (> +a) =a®+28 +a=a+a=(a+1)+a=1 (szsz.)



A nyolcelemii test miivelettablazatai

+ 0 1 3 a+1 a? a2 +1 a? a?tat1
0 0 1 « a+1 a? a®+1 o +a 2 tatl
1 1 0 a+1 a a?+1 a? +a+l  oPta
o 3 a+1 0 1 o’ +a e +a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 ta+l  a®+4a a?+1 a2
a? a2 a?+1 a®+a @ ta+l 0 1 o a+1
a?+1 a?+1 o? ?+a+l a4 1 0 a+1 o
o +a a2 +a 2 ta+l a? a+1 3 a+1 0 1
a2 tat1 2 tat+l o +a a?+1 a? a+1 ® 1 0

0 1 « a+1 o? a?+1 o+ a?+a+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 o? a?+1 a?+a a?+a+1
I 0 I a2 a?+a a+1 1 ?+a+l  a?+1
a+1 0 a+1 o +a a?+1 +a+l  a? 1 «
a2 0 ? a+1 t+a+l a4 a a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? 3 ata+tl a+1 o +a
o +a 0 o +a +a+l 1 a®+1 a+1 « a2
?+atl |0 ?+at+l  a?+1 I 1 a®+a a? a+1




4.9. Tétel.
Legyen m € K [x] irreducibilis n-edfokd polinom, és legyen L = K [x] /(m).
(1) L test.

(2) L-ben a konstans polinomok modulo m maradékosztalyai egy K-val izomorf
résztestet alkotnak (K — L, a — 3 bedgyazas).

(3) Az & =X jeléléssel L minden eleme egyértelmiien el83ll a kovetkezd alakban:
an_ 10"t dajadag (ap_1,...,a1,3 € K).

(4) L=Kla] = K (a).

(5) L egy n-dimenziés vektorteret alkot K felett.

(6) m(a)=0.

Bizonyitas.

(1) Lattuk mdr, hogy a 3.37. Tétel szerint K [x]| /(m) valdban test, hiszen K [x]
féidealgyiirii és m € K [x] irreducibilis.



Biz. (folyt.)

()

Tetszéleges a, b € K esetén 3= b <= a = b, tovabba
at+b=3+b é a-b=13a-b.

Ez azt jelenti, hogy K1 := {3: a € K} egy K-val izomorf résztest L-ben
(a megfeleld izomorfizmus: K — Ki, a +— 3).

Ha Ki-et azonositjuk magaval K-val (azaz 3-t azonositjuk a-val minden
a € K-ra), akkor K részteste lesz L-nek (azaz L egy bévitése K-nak).

A K [x] /{m) test elemei a K feletti polinomok modulo m maradékosztalyai.
A maradékos osztds tétele alapjan minden maradékosztdly egyértelmiien
reprezentdlhaté egy deg m = n-nél kisebb fokd polinommal, tehat

L minden eleme egyértelmiien felirhaté a kévetkezé alakban (alkalmas

ap, at, ..., ap_1 € K egyiitthatokkal):

an1x" T4 taxta=a3,1x" '+ 43-X+3 =

= an_ltx"fl +---+aja+ ag.



Biz. (folyt.)

Ve lLday,a,...,a9-1 € K: B=ap+aa+--- +a,,,1oc”_1. (9
(4) Kiolvashaté (O)-bdl, hogy L minden elme el83ll a-bdl és K elemeibdl az els

harom alapmiivelet segitségével, azaz L C K [«].
Mivel K [a] C K () C L, rogtdn kovetkezik, hogy L = K [a] = K ().

(5) Az is lathat6 (O)-bdl, hogy L minden eleme felirhaté, mégpedig egyértelmiien,

az 1,a,...,a" ! elemek K-beli egyiitthatés linearis kombindciGjaként. Tehat
la, ..., a1 bazisa L-nek, mint K feletti vektortérnek, és igy dimk L = n.

(6) Legyen m = cpx" + -+ -+ c1x+ o € K [x]. Szamitsuk ki m («) értékeét:

m)=cu"+--+caa+q=5¢-X"+--+q X+ =

=cpx"+ -+ cx+c =m.

Az vildgos, hogy m = 0, tehat m («) =0 = 0.



OROMHIR!

Minden polinomnak van gycke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kib&vitésében.

Haazm=x"+cp1x" 14+ 4+cx+cg €K [x] irreducibilis fépolinomnak
akarunk ,gyokst csinalni”, akkor az L = K [x] /(m) testet kell elkésziteniink.

Az L test elemeinek kanonikus alakja:

a0 +aga—+--+ap,_qa™t (ag, a1,...,an-1 € K).

Az a szimbdlumrdl csak annyit kell tudni, hogy m (a) = 0, azaz
a" 4+ cp_1a" L4 4 cqau + g = 0. Tehat a szamoldsi szabaly:

a" = —Cn_ltXn71 — = Cu— q.

(Es ha m nem irreducibilis?)



Példa.
Ha az L testet a K = R és m = x% + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
L={a + aix | ag. a1 € R}.

Menjiink le alfdba. ..
Az L test elemeinek kanonikus alakja:
a+aiax  (ap,a1 € R).
Az a szimbdlumra vonatkozé szamoldsi szabaly: m (a) = w% +1 =0, vagyis

a?=—1.

Ezzel éppen a komplex szamok testét kaptuk (csak a helyett i a szokdsos jelslés).

Tehat C = R [x] /(x? + 1), és ezt tekinthetnénk akar a komplex szdmok
definiciéjdnak is.



Példa.

Hatarozzuk meg az L = Q [x] /(x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

L elemei ax?+ bx+c (a b,c € Q) alakdak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemet is megkapni.

7—x !

= 1 <+= 2—x-u=1
<~ (2-x)u=1 (modx>—7)
= WEQ:(2-x)u=1+(3-T7)v
= u=x*+2x+4 (modx3 —7)

— T=x%>+2x+14

Tehst 2—x | = x2 4 2x + 4.



Gyoktelenités

Menjiink le alfdba:
L= {auc2+buc—|—c: a,b,ceQ},

ahol & gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyskst csinalni, mert mar van neki: « = /7!

(Vagy a = /7 cis %) Tehdt L tekinthetd szamtestnek is:

L:{a\3/49—|—b\3/?—|—c:a,b,C€Q}.

Az elébb kiszamoltuk, hogy 2 — x 1 =x2 + 2x 4+ 4, ami azt jelenti, hogy
(2—0()71 = &’ +2a + 4, azaz
1
= V49 + 277+ 4.

27

Ezzel a médszerrel (Iényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezbket gyokteleniteni.




Megjegyzés.

> Az elébbi konstrukciéval barmely f € K [x] polinomnak lehet , gyskét csinalni”
az alaptest egy megfelelé L kib&vitésében.
(Ha f nem irreducibilis, akkor dolgozzunk egy irreducibilis osztéjdval.)

> Az eljdrdst ismételve olyan test is konstrudlhaté, amelyben mér f-nek annyi
gydke van, amennyi a fokszama, azaz f elséfokd polinomok (gydktényez8k)
szorzatara bomlik (f felbontdsi teste).

» Transzfinit indukciéval igazolhaté olyan K test létezése is, amelyben mar nem
csak egy kivélasztott f € K [x] polinom bomlik linedris tényez8k szorzatéra,
hanem minden K feletti polinom (a K testet a K test algebrai lezartjanak
nevezziik).

> Az algebra alaptétele szerint a komplex szdmok teste algebrailag zart (C=0),
ez a valés szamtest algebrai lezértja is (R = C).

v

A raciondlis szdmtest algebrai lezdrtja az algebrai szamok teste.



